Derniére mise a jour TD Denis DEFAUCHY
18/11/2015 Cinématique TD1 - Correction

Calculs de vitesses par la définition

Exercice 1: Eolienne
Vitesse du bout de pale

Question 1: Exprimer le vecteur position par rapport au repére 0 de I’extrémité de la
pale D en fonction de H, R et L.

A étant fixe danslabase 0,on a:
AD = AB +BC + CD
AD = HZg + Rx; + Ly,

Question 2: Exprimer les 3 vecteurs rotation 24y, 2,1 et 2,

Cette notion sera abordée au prochain cours

Q0 = 9.1/02_0)
Q5 = é2/1x_1)

Dy =M1 + o = 9'2/195_1) + 6.’1/0%

Question 3: Calculer la vitesse de lI'extrémité D de la pale V(D/O) a l'aide de la
définition du vecteur vitesse en fonction de R, L, 91/0, 92/1, 05, et des vecteurs de

base.

q dAD
V(D/0) = —>
0

dt
. dHZ]\ dR%\  dLy;
o < 41F) L5 |
at ), ' dt ) " dt )
_ dx; dy,
V(D/O)=Rd—tl> +L%>
0 0

V(D/0) = ROyg A X5 + Ly AV,
V(D/0) = R9'1/056>/\ X1 + L(92/1x_1) + 6"1/0_2_5)) Ay,
V(D/0) = R’9.1/02_07\35_1) + Léz/lx—l)/\ V2 + L91/035/\ V2
V(D/0) = R91/05’; + L92/1_Z_; + L91/035/\ V2
0\®: 0 \& —cosO,,\ 2
%AE:zAE=<O> A<C95921) =< 0 ) = —c0s0,, X;
1 sin 6, 0

V(D/0) = RO, )oy7 + L0175 — LB, g cos 051 X7
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Question 4: Exprimer ce vecteur vitesse dans la base 1.

— —
Z2 2
Y2
02/1
_, = Y1
X1 = Xy
Z; = —sinby;; y; +cos by, 1

V(D/0) = R6y,0¥1 + LO217; — LO1/g €OS 031 %
V(D/0) = Rél/oﬁ + Léz/l(— sinB, /1 y; + cos B,/ z7) — Lél/o cos 0,1 X7
V(D/0) = (—Lél/o cos 0,1)%; + (R91/0 - L92/1 sin 92/1)ﬁ + Léz/l cos 0,1 Z1
—L61 /o COS 054 B
V(D/0) = ROy/0 — LO;/15in b,y
L6;/1 cosB;y/q

Question 5: En déduire I’expression littérale de la norme de cette vitesse Vp,.

VD = ||V)(D/O)|| = \/(Lgl/o COS 921)2 + (Rgl/o - L9.2/1 sin 92/1)2 + (L92/1 COS 92/1)2

VD = ||V)(D/O)” = \/(L COS 921)2 (9.1/02 + 9.2/12) + (R91/0 - LéZ/l Sin 92/1)2
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Vérification sur des cas particuliers

Question 6: Déterminer V) si 0,9 = 0 et commenter.

vy, = \/(L cos 6,,)? (92/12) + (—Léz/l sin 92/1)2

. ) 2 .
VD - L92/1\/(COS 921)2 + (Sln 92/1) = L92/1
Ce résultat est logique, il vaut « RQ » et est constant

Question 7: Déterminer la position dans laquelle Vp est maximale si 92/1=0 et
commenter.

VD = \/(L Cos 921)2 (91/02) + (Rél/o)z

VD = 91/0\/([4 CosS 921)2 + RZ

Maximum lorsque cos 8,1 = 1 et vaut « RQ », la droite CD étant parallele a I'axe de rotation, tous ses
points vont a la méme vitesse

621 = 0[r]
L’hélice est horizontale, le point D est au plus loin de I'axe de rotation, c’est normal.

D’apres Pythagore, \/(L cos 8,1)? + R? est la distance du point D a I'axe de rotation, on a aussi « RQ »,
R étant cette distance
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Vitesse maximale et position de I'hélice associée

Question 8: Montrer que les extrema de la vitesse V sont obtenues pour la condition
(Lky sinu + Rk,) cosu = 0

u= 92/1

Vp = \/(L cosw)?(ky® + ky?) + (Rky — Lk sinu)?

dv,
Y

((L cosw)?(ky® + ky?) + (Rky — Lk, sinu)z), —0

2\/(L cos u)z(kl2 + k22) + (Rky — Lk, sinu)?

((L cosw)?(ky® + ky?) + (Rky — Lk, sinu)z)’ =0
2L%(cosu)’ cosu (k12 + k22) + 2(Rky — Lk, sinu)'(Rk; — Lk, sinu) =0
—2L2sinucosu (ki + ky*) — 2Lk, (sinw)’ (Rky — Lk, sinu) = 0
—2L%sinucosu (k12 + k22) — 2Lk, cosu (Rkq — Lk, sinu) =0
—212%k,*sinu cosu — 2L%k,% sinu cosu — 2LRkqk, cosu + 2L%k,* cosu sinu = 0

—21%k,% sinu cosu — 2LRk,k, cosu = 0
(Lkysinu + Rky)cosu =0
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. PPN . . Rk
Question 9: En déduire le nombre d’extrema existant en fonction du rapport ——=
Lk
1

(Lkysinu + Rky)cosu =0

{ cosu=20

: Rk,
Lkysinu+ Rk, =0si ——<1
Lk,

. Rk, "Rk,
sinu=———=ksi ———<1

{ cosu=20
Lk Lk

Zk_j <1 - 4extrema

Rk,

——>1-> 2extrema
Lky

Question 10: Déterminer les 2 ou 4 expressions de u donnant les extrema de Vp en

Rk
fonction du rapport -2
Lk
0 . Rk,
= sinu = ———
cosu Lk,
On remarque que cette solution n’est pas toujours possible
Rk,
Deux extrema toujours Zk_l =1
présents Rk, o1 On a deux autres extrema
- L kq "
__ R
2 [27] ) sin™?! (— ——2) [2m]
u=9 7 Pas d’autres extrema u= L ky
E[Zﬂ] B 1( sz)[z ]
T—sin" | ———
L kq

Question 11: Déterminer les valeurs extrémes de Vj pour ces différentes positions et
établir leur hiérarchie

Vp = J(L cosu)z(kl2 + k22) + (Rk, — Lk, sinu)?

VA
u=-- [27] Vp = +/(Rky + Lk,)? = |Rky + Lk,|
T
u = [2n] Vp = +/(Rky — Lk,)? = |Rk; — Lk, |

R ky\?
V, = J(L cosw)?(ky® + k%) + (Rk1 + Lk, — 2)

u =sin~?! (_Zk_) [27] ) Ly
1 ) L R%k,”  L2k,* — R2k,*
cos‘u=1-sin“fu=1-— = = 5
L2k, L%k,
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L2k, — R2k,* R ky\*
Vp = JLZl—Z(klz + k%) + (Rkl + Lk, — 2)

L2k, > Lk,
12k,% — R2k,? R2

VD = %(l{lz + kzz) + _2(k12 + k22)2
ky ky

VD = kil\/(LZklz - R2k22)(k12 + kzz) + RZ(klz + k22)2

1
Vp = k—l\/(kl2 + ky?)(L2ky® — R%ky® + R2k,” + R%k,)

1
Vp = k_l\/(kl2 + ky?)(L2ky” + R2ky %)

Vp = \/(klz + ky?)(L% + R?)

Rk Rk
— . _1(_ Rk, cos? [n —sin™1 (———2>] = cos? [sin‘l (___2)]
u=71—-SIn _Zk_l Lk1 Lk1

On a donc la méme vitesse dans les 2 cas

Dans le cas de 4 extrema, étudions lesquels sont les maxima et lesquels sont les minima

Vpt =/ (Rky + Lk;)? = \/(Rk{)? + (Lk;)? + 2Rk, Lk,
Vp? = /(Rk; — Lky)? = \/(Rky)? + (Lky)? — 2Rk, Lk,

Vp*t = J (ka® + kp*) (L2 + R?) = \/(Rk1)? + (Lk3)? + (Lk1)? + (Rk;)?

Onadéja:
|Rkq — Lk, | < |Rkq + Lk,|
Vp? < Vp?t

De plus:

(Lkl - sz)z = (Lk1)2 - 2Rk1Lk2 + (sz)z

2Rk1Lk2 = (Lk1)2 + (Rk2)2 - (Lkl - sz)z

Vo' = J(Rky)? + (Lk)? + (Lky)? + (Rky)? — (Lky — Rky)?
< J(Rky)?2 + (Lky)? + (Lky)? + (Rk;)?

Donc:

V2 < Vpt < vp3t
V! et Vp? sont donc des minima et Vp,3* des maximums

Au bilan :
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Soitil y a 4 extrema si

Soit il y a 2 extrema si Rk
Rk, —2<1
Tl ! ) her
1 Dont 2 identiques

VDml:n = |Rk1 + Lkzl
VDm?x = |Rk1 + LkZl VDmln = |Rk1 - Lkzl
V™" = |Rkq — Lk

D | 1 2| VDmax — \/(klz +k22)(L2 +R2)

. 1 Rk )
Question 12: En déduire, selon le rapport Zk_z' la valeur maximale V,™**
1

>1 sz<1
Lk,

VDmax — Rk1 + Lkz VDmax — \/(klz + k22)(L2 + RZ)

Question 13: Compte tenu des parametres de notre éolienne, déterminer la valeur de

L pour laquelle I’expression de V™ change.

Dans notre cas :

. . 27T
610 = ky = wy =30 tr.min™! = 0,1 = =314 rd.s™*

) 1 2n 1
92/1=k2=wp=1t7”-$ =14@=6,Z8rd.s
Rk, 10314 5

Lk, L628 L

Donc:
Lijm =5

Question 14: En déduire I’expression littérale et la valeur numérique de la longueur

maximale L des pales afin de respecter le cahier des charges.

VDmax — V; — Rk1 +Lmaxk2 VDmax — Vs — \/(klz + kzz)(Lmaxz +R2)
V. — Rk, VS2 = (k12 + kzz)(l'max2 + RZ)
Lnax = —F— 2
k, Vs
-1 L = |[—— —R?
ki =3,14rd.s max K2+ k)2
-1 1 2
k, =6,28rd.s
L _ 340 — 10 = 6,28 — 832 3402 )
max — 3,14 - yam Lmax = m— 104 = 47,3 m
Incohérent car formule vraie que si Lyyax < Liim Lyax =47,3m
MaX an fonction de L en utilisant les 2 formules... pour se persuader que ¢a

On peut aussi tracer Vp
marche. J'ai vérifié, on a bien les 2 vitesses égales a L = L™**
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Question 15: Préciser la hauteur H minimale la nacelle doit elle se trouver pour
respecter le cahier des charges.

Hpin = Lmax +h =47 +5=52m

Question 16: Déterminer I’expression littérale de I’accélération de I’extrémité D de la
pale I'(D/0) en fonction de R, L, 819, 821, 81/0, 8,1 et des vecteurs de base.

R dv(D/0)
/o) =—21-
(D/0) i)
- d(RHl Oﬂ + L92 ]_Z—z) — L91 0 COS 021 x_l))
I'(D/0) = / / - /
. 0
s doy ,0V; dé. .z, db, o cos 6,1 X,
F(D/0) = R 1/0YV1 s 2/1%2\ L 1/0 21 %1
dt dt dt
0 0 0
3 . dyy .. d7 . .
I'(D/0) = Réy 4 d—t1> + Rb, )0¥7 + L6 )1 E) — L8,/175 + L1/ cos 0,1 %;
0 0

. ) _ . dx;
+ L01/902/1 sin 031 X1 — LB, g cOS O34 E)
0

d}Tl) _  —— — _ A — —_— _ A —
) = Q1,0 NYy1 = 01/0Z1 ANy1 = —010%
0
dZ—Z) - — A — — A — — A — A . —
) = Q)0 NZy = 031X NZy + 01921 NZy; = =031y, + 010 5In 031 X7
0

dx—)l - — A — — A —
) = D10 NXq = 01071 AN X1 = O01/0)1
0
N R 2_ N . 2, R R . . N . .
r'(D/0) = —R6O1)9 X1 + ROy )0y1 — LO2/1 Y2 + LO3101)05In 0,1 X5 — LO, /125 + LBy g COS 021 X1

A A . — A 2 —_—
+ L01/002/1 50031 X1 — LO1/9 cOSOp1 Y1

- . . 2 . . . N .. . 2 —
r(p/o) = (L91/0 cos 31 — ROy/9 + 216310, 0 sin 921) X + (R91/0 — L6,/ cos 921)3/1
. 2, . .
- L92/1 V2 — L92/122
Question 17: En déduire I’expression littérale de I’accélération du bout de pale en

supposant que les vitesses de rotation sont constantes en fonction de R, L, 91/0, 92/1
et 021.

f(D/O) = (Lélo cos B, — R9102 + 2L6,,64, sin 921)x_{ + (Rém - Léloz cos 921)511’ - L92123_/§
— LOy,z,

- .2 . . i SN . 2 — s 2,
r(p/o) = (—R910 + 216,16, sin 921) x{ + (—Lem cos 921) y1 — LOy1 Y,

Y, = c0s 051y, +sin6,, 27
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F(D,2/0) = (—R1o" + 2005161051005, ) %7 + (—Lb1o” c0s01) 75 — Ly cos 6,77
- L9212 sin 0,4 z;

= . . . . RN . 2 A 2 Pr— A 2 . e
re,2/0) = 910(2L921 sinf,; — R910)x1 — Lcos By, (910 + 651 )y1 — (L921 sin 921)21

010(2L0,, sin B, — RO\ ™!
['(D,2/0) =| —Lcos6y, (9102 + 9212)

_L9212 Sln 921

2

Ip = \/(91/0(2L921 sinf,, — Rél/o))z + (L cos 6, (9102 + 9212)) + (—L9212 sin 921)2

. . . . . 2 .
I, = \/9102(2L921 sin ;1 — RAyo)” + 17 o520, (610" + 01" + 1205, " sin2 6y,

[p2 = 4120,,°0,," sin? 0, — 4L, sin 6,1 Ryy- + R201y + 010 L2 cos? 0y,
+ L? cos? 0,4 291029212 + L% cos? 6,4 9214 + L29214 sin? 6,4

[p2 = 2120, 0,5, (1 + sin? 0,,) — 4LROyy Oy sinOyq + 61 (R? + L? c0s? By, + 126,

I, = J2L291029212(1 +5in28,,) — 4LR6yy 6y sinByy + 610 (R2 + L2 €082 0,1) + 265,
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